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Téama dokumentti on erddanlainen luuranko Olli Martion kirjasta Vektorianalyysi (saatavilla
avoimesti Helsingin Yliopiston Helda-palvelusta). Dokumentin tarkoitus on parantaa seké
korjata Martion kirjassa ilmenevit virheet ettd lisdtd puuttuvia mééritelmis, jotta kokon-
aisuus olisi tarpeeksi tdsméllinen ettd sen voisi formalisoida. Dokumentin sekaan on kir-
joitettu Sauli Lindbergin Vektorianalyysi II kurssin luentomonisteesta hyddyllisia tuloksia.

Dokumentti on tehty Leanblueprint-tyokalulla, joka mahdollistaa isojen formalisointipro-
jektien koordinoinnin. Dokumentin tarkoitus ei talld hetkelld ole kuitenkaan formalisoida
Martion kirjan tuloksia Lean-todistusassistentilla.

Dokumentin verkkoversion vasemmasta reunasta 10ytyy Dependency graph joka vie in-
teraktiiviseen verkkomuotoiseen esitykseen dokumentin méaritelmista ja lauseista.

Lisdksi jokaisen kappaleena alta 10ytyy muuttujia jotka otetaan kyseisen kappaleen lop-
puun asti universaalisti kvantifioituna.



Chapter 1

Euklidinen avaruus R"

Definition 1.1 (Reuna). Olkoon A C R™ joukko. Joukon A reuna 0A on joukko
IA={z eR" |Vr>0,B(z,r)NA+0AB(x,r)N A+ 0}
Example 1.2. r-sdteisen x-keskeisen arvoimen kuulan reuna 0B(zq,7) = {y | ly — x| =7} .
Definition 1.3 (Sulkeuma). Joukon A sulkeuma on A = AU JA.
Theorem 1.4 (Harjoitustehtavd 1.3:1). Olkoon A C R™. Tdlldin
e 0A on suljettu ja

o A on suljettu.



Chapter 2

Reaaliarvoiset funktiot



Chapter 3

Vektoriarvoiset funktiot



Chapter 4

Integrointi tasossa

Variable 4.1. Olkoon X joukko, ja d X:n metriikka. Nyt (X,d) on metrinen avaruus ja
taten silla on metritkan indusoima topologia.

Definition 4.2 (Sisépiste). Olkoon A C X.
Piste x on joukon A sisépiste, jos

Ir>0,By(z,r) CA
missd By(x,r) on metrisen avaruuden (X,d) avoin r-sdteinen x-keskeinen kuula.

Definition 4.3 (Sisdjoukko (sisus)). Olkoon A C X.
A:n sisdjoukko int A on A:n sisdpisteiden joukko.

Definition 4.4 (Pistevieras). Joukot C; C R ovat pistevieraita jos leikkausjoukot C;NC; = ()
kaikilla i # j, lukuunottamatta ddrellistd madrad “kulmapisteitd”.
Huom: timd kurssin kdyttdmd mddritelmd on epdpdtevd, ks. mddritelmd 4.6

Variable 4.5. Olkoon C; C X numeroituva jono X osajoukkoja.

Definition 4.6 (Reunavieras). Joukot C; (muuttujasta 4.5) ovat reunavieraita jos leikkausjoukot
intC; N intC; = 0 kaikilla i # j.

Remark 4.7. Mddritelmd 4.6 on yleistys kurssin mddritelmdstd 4.4, silld pistevierautta
kéytetdin kurssilla vain R' osajoukoista (joiden reuna koostuu R pisteistd).

Theorem 4.8 (Reunavieras (vaihtoehtoinen mééritelmé)). Joukot C; ovat reunavieraita
jos ja vain jos C; N C; C 0C; UAC; kaikilla i # j.

Definition 4.9 (Joukon peite). Olkoon S joukko.
Perhe P C P(S) on joukon S peite, jos se koostuu S:n osajoukoista, jotka yhdessi
sisaltdvat kaikki S alkiot. Tdasmdllisemmin,

Upzs.

peP

Definition 4.10 (Joukon ositus). Olkoon S joukko.
Peite P on joukon S ositus, jos se koostuu epdtyhjistd erillisistd joukoista. Tdsmdllisem-

min,



e D¢ P
e py Npy =0 kaikilla eri py,p, € P.

Definition 4.11 (Reunavieras ositus). Olkoon S C X.
S numeroituva peite C; on S reunavieras ositus, jos C; on reunavieras, ja lisiksi C; # .

Theorem 4.12 (Ositus on reunavieras ositus).

Proof. Osituksen joukot ovat erillisidi, joten ne ovat reunavieraita. O

4.1 Integraalin maarittely suorakaiteen yli
Definition 4.13 (Suorakaiteen ositus). Olkoon n,m € N; ja D = [a,b] X [c,d].
Suorakaiteen D ositus eli jako {R;;} _muodostuu vélien [a,b] ja [c,d] os-
1<i<m,1<j<n
ituksista: a = xy < - <@, =0b, ¢ = yy<- <y, = d, missi suorakaiteet R;; =

[T(i—1), %3] X [Y(j1),Y;] muodostavat joukon D reunavieraan osituksen.

Remark 4.14. Huomaa, ettd jos {Rij} on ositus, niin R,;; on suorakaide, ja ei ole ositus,
toisin kuin kurssikirjassa on kdytantond.
Téstedes eroamme kurssikirjasta kiyttamdlla R;; sijaan {Rij} kun kyseessd on ositus.

Theorem 4.15 (Suorakaiteen ositus on reunavieras ositus).

Proof. llman yleistyksen menetystd R;; = [x(;_q),2;] X [y;_1),y;] leikkaa ainoastaan sellaisia
Ry, missi k=1+1tail=j+1.
Huomataan, ettd int R;; = (z;_1), ;) X (y(j_1),Y;), joten selvéisti int R;;Nint Ry = 0. O

Definition 4.16 (Suorakaiteen pinta-ala). Olkoon a < b ja ¢ < d. Suorakaiteen R =
[a,b] x [c,d] pinta-ala AR := (b—a)(d —

).
Definition 4.17 (Suorakaiteen ldpimitta). Olkoon a < b ja ¢ < d. Suorakaiteen R =
[a,b] x [¢, d] lipimitta d(R) = ((b—a)? + (d — c)2)">.

Definition 4.18 (Jaon normi). Olkoon {Rij} suorakaiteen D ositus.

Jaon normilla H{R”}H tarkoitetaan suorakaiteiden R;; suurinta lapimittaa, eli
A3 = maxa ()
Variable 4.19. Olkoon D suorakaide ja f: D — R rajoitettu.

Definition 4.20 (Riemannin summa). Olkoon {Rij} suorakaiteen D ositus ja

{fij} siten, etti &;; € R;; kaikilla i ja j.
Funktion f Riemannin summa

R(fa {Rij} ) {@g}) = Z f(fij)A(Rij)~

1<i<m,1<j<n

Definition 4.21 (Riemann-integroituva). Rajoitettu funktio f on Riemann-integroituva
suorakaiteen D yli, jos on olemassa I € R siten ettd kaikilla € > 0 on olemassa 6 > 0 siten
ettd kaikilla m,n € N, ja {Rij}lgigm,lgjgn joille |[{R;; }||< 6, niin kaikilla {&,;}

joille &; € Ry; kaikilla i, j, pitee |R(f,{R;;},{&;})| <e.

1<i<m,1<j<n



Remark 4.22. Kurssin madritelmdssd 4.1.1 Riemann-integroituvuudesta on & jatetty tahal-
laan kvantifioimatta, joka aiheuttaa vaikeuden tulkita mdadritelmd oikein.

Mddritelmd 4.21 vastaa kurssin madritelmdd, kunhan tulkitaan, ettd {fw} kvantifioidaan
(universaalisti) vasta {Rij} kvantifioinnin jdlkeen. Tdmd tulkinta ei ole yksiselitteinen,
koska Riemannin summan mdaritelmd ei eksplisiittisesti vaadi {ﬁij} ritppuvan osituksesta
{Rij}. Lisdksi madritelmdstd 4.1.1 ei ole selvid kvantifioidaanko {fw} universaalisti vai
eksistentiaalisti.

Normaalisti matematiikassa implisiittiset parametrit sidotaan universaalisti lauseen tai
mddaritelmdn yldtasolla, mutta tdmd johtaa vdidradn tulkintaan mddritelmdn 4.1.1 kohdalla.

4.2 Integrointi yleisten joukkojen yli

Definition 4.23 (Nollajoukko). Joukko N C R? on nollajoukko jos jokaiselle € > 0 on
olemassa (mahdollisesti adrellinen) jono suorakaiteita R, = [a;,b;] X [¢;,d;] jotka peittdvdt
N siten ettd

Z area(R;) < e.

Definition 4.24 (Kompakti). Joukko A C R™ on kompakti, jos jokaisella jonolla (z;),
missd x; € A kaikilla i, on sellainen suppeneva osajono (372]) ettd lim;_, T; € A.
Definition 4.25 (Suljettu). Joukko A C R™ on suljettu, jos jokaisella suppenevalla jonolla

(x;), missd x; € A kaikilla i, pitee lim, , x; € A.

Theorem 4.26 (Heine-Borel). Joukko A C R™ on kompakti jos ja vain jos se on rajoitettu
ja suljettu.

Example 4.27 (Pohdintatehtévd). Olkoot gy, g5 : [a,b] — R jatkuvia ja g, < g4. Osoita,
etta

A={(z,y) | g1(z) <y < golw)}
on kompalkti.

Proof. Osoitetaan, ettd A on suljettu. Olkoon (s;) suppeneva jono A pisteité.
F lim s, € A.
71— 00
Nimetddn suppeneva piste (z,y)
F lim s, = (z,y)
71— 00

Riittda osoittaa komponenttifunktioiden suppeneminen

si = (24, 4;)
Flma,=zAlimy, =y
12— 00 1— 00

Huomataan, ettd {x, |z € A} = [a,b], silld kaikilla  on olemassa y siten ettd g, (x) <
y < go(z). Silla [a,b] on suljettu ja (x;) suppenee, niin ensimmaéinen konjunktion jisen on
totta.



Flimy =y
11— 00

Sillé g jva, niin g, (x) = lim, , . g;(x;). Vastaavasti g,(z) = lim, ,  g»(x;). Nyt, koska

hnlﬂ%oolh =Y
g1(z) = lim g, (;) < lim y; =y = lim y; < lim gy(x;) = go(7)
i—00 1—00 1—00 1—00
Téaten (x,y) € A. O
Theorem 4.28 (Tyhji joukko on nollajoukko).
Proof. O

Theorem 4.29 (Integraalin additiivisuus).

4.3 Epaoleelliset integraalit

Remark 4.30. Palautetaan mieleen 1. ulottuvuuden tapaus. Jos f : (0,1] — R ja se on
integroituva jokaisella valilla [t, 1] kun 0 < t < 1.

t—>0+

/01 f(z)dx = lim [1 f(z)dx

Kutsutaan tdllaista epdoleelliseksi integraaliksi

4.4 Muuttujan vaihto integraaleissa



